
Lineáris függvények szorzatintegrálja 

 

 

( )sf , ( )sg  és ( )sh  lineáris az  ba,  intervallumon. 
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∫ 𝑓2(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑎
=

𝑏−𝑎

3
(𝑓𝑎

2 + 𝑓𝑎𝑓𝑏 + 𝑓𝑏
2)  

 

 

∫ 𝑓3(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑎
=

𝑏−𝑎

4
(𝑓𝑎

3 + 𝑓𝑎
2𝑓𝑏 + 𝑓𝑎𝑓𝑏

2 + 𝑓𝑏
3)  

 

 

 

Másodfokú függvények szorzatintegrálja 

 

( )sf  és ( )sg  másodfokú az [𝑎, 𝑐] intervallumon.   𝑏 =
𝑎+𝑐

2
 

 

∫ 𝑓(𝑠)𝑑𝑠
𝑐

𝑎
=

𝑐−𝑎

6
(𝑓𝑎 + 4𝑓𝑏 + 𝑓𝑐)  

 

∫ 𝑓(𝑠)𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑐

𝑎
=

𝑐−𝑎

30
[𝑓𝑎 𝑓𝑏 𝑓𝑐] [

4 2 −1
2 16 2

−1 2 4
] [

𝑔𝑎

𝑔𝑏

𝑔𝑐

] .   Lásd még az F.1. függeléket! 

 

 

 

 



Bázisfüggvények 

 

Lagrange polinomok: 𝑁𝑗 = ∏
𝑟−𝑟𝑖

𝑟𝑗−𝑟𝑖

𝑛
𝑖=1
𝑖≠𝑗

 

 

Másodfokú bázisfüggvények a [0,0; 0,5; 1,0] pontokhoz: 

𝑁1 = 1 − 3𝑟 + 2𝑟2 

𝑁2 = 4𝑟(1 − 𝑟) 

𝑁3 = 𝑟(2𝑟 − 1) 

 

Másodfokú bázisfüggvények a [-1; 0; +1] pontokhoz: 

𝑁1 =
𝑟

2
(𝑟 − 1) 

𝑁2 = 1 − 𝑟2 

𝑁3 =
𝑟

2
(𝑟 + 1) 

 

8 csomópontos bázisfüggvények értéke a középpontban a [-1; 0; +1] koordinátákkal: 

sarok: -1/4, élfelező: +1/2 

 

9 csomópontos konstans felületi teher redukálás súlyai [-1; 0; +1] koordinátákkal: 

sarok: 1/9, élfelező: 4/9, középpont: 16/9 

 

 

 

Tenzor mátrixának transzformációja 

 

GlobToLoc: 

𝑇 = [

𝑎𝑇

𝑏𝑇

𝑐𝑇

] = [

𝑎𝑥 𝑎𝑦 𝑎𝑧

𝑏𝑥 𝑏𝑦 𝑏𝑧

𝑐𝑥 𝑐𝑦 𝑐𝑧

] 

 

𝑣 = 𝑇𝑇 𝑉 

 

𝑘 = 𝑇𝑇𝐾 𝑇 

 

Diagonális K mátrix esetén: 

𝐾 = [

𝐾𝑥 0 0
0 𝐾𝑦 0

0 0 𝐾𝑧

] 

 

𝑘 = [

𝐾𝑥𝑎𝑥
2 + 𝐾𝑦𝑎𝑦

2 + 𝐾𝑧𝑎𝑧
2 𝐾𝑥𝑎𝑥𝑏𝑥 + 𝐾𝑦𝑎𝑦𝑏𝑦 + 𝐾𝑧𝑎𝑧𝑏𝑧 𝐾𝑥𝑎𝑥𝑐𝑥 + 𝐾𝑦𝑎𝑦𝑐𝑦 + 𝐾𝑧𝑎𝑧𝑐𝑧

𝐾𝑥𝑎𝑥𝑏𝑥 + 𝐾𝑦𝑎𝑦𝑏𝑦 + 𝐾𝑧𝑎𝑧𝑏𝑧 𝐾𝑥𝑏𝑥
2 + 𝐾𝑦𝑏𝑦

2 + 𝐾𝑧𝑏𝑧
2 𝐾𝑥𝑏𝑥𝑐𝑥 + 𝐾𝑦𝑏𝑦𝑐𝑦 + 𝐾𝑧𝑏𝑧𝑐𝑧

𝐾𝑥𝑎𝑥𝑐𝑥 + 𝐾𝑦𝑎𝑦𝑐𝑦 + 𝐾𝑧𝑎𝑧𝑐𝑧 𝐾𝑥𝑏𝑥𝑐𝑥 + 𝐾𝑦𝑏𝑦𝑐𝑦 + 𝐾𝑧𝑏𝑧𝑐𝑧 𝐾𝑥𝑐𝑥
2 + 𝐾𝑦𝑐𝑦

2 + 𝐾𝑧𝑐𝑧
2

] 

 

 

 

 

 

 



Rugalmas szál differenciálegyenlete, görbület és nyomaték 

 

𝐼 𝜅 = [
𝐼𝑦 −𝐼𝑦𝑧

−𝐼𝑦𝑧 𝐼𝑧
] [

𝜅𝑦

𝜅𝑧
] = [

𝑀𝑦

𝑀𝑧
] = 𝑀 

 

𝐼−1 𝑀 =
1

𝐼𝑦𝐼𝑧 − 𝐼𝑦𝑧
2

[
𝐼𝑧 𝐼𝑦𝑧

𝐼𝑦𝑧 𝐼𝑦
] [

𝑀𝑦

𝑀𝑧
] = [

𝜅𝑦

𝜅𝑧
] = 𝜅 

 

 

 

Konvex keresztmetszet közelítő csavaró másodrendű nyomatéka 

 

𝐼𝑥 ≈
𝐴𝑥

4

4𝜋2(𝐼𝑦 + 𝐼𝑧)
 

 

 

 

von Mises redukált feszültség 

 

𝜎𝑉𝑀 = √3𝐽2 = √
1

2
[(𝜎1 − 𝜎2)2 + (𝜎1 − 𝜎3)2 + (𝜎2 − 𝜎3)2] 

 

 

 

LTB Wagner-paraméter 

 

Vörös Gábor értekezése alapján 

 

Wagner-féle nyomaték: a feszültségmező poláris másodrendű nyomatéka az S pontra: 

𝑀𝑊 = ∫[(𝑦 − 𝑦𝑆)
2 + (𝑧 − 𝑧𝑆)

2]𝜎𝑥𝑑𝐴

(𝐴)

 

A normálfeszültséget kifejtve: 

𝑀𝑊 = ∫[(𝑦 − 𝑦𝑆)
2 + (𝑧 − 𝑧𝑆)

2] (
𝑁𝑥

𝐴𝑥
+ 𝑀𝑦

𝑧𝐼𝑧 − 𝑦𝐼𝑦𝑧

𝐼𝑦𝐼𝑧 − 𝐼𝑦𝑧
+ 𝑀𝑧

𝑧𝐼𝑦𝑧 − 𝑦𝐼𝑦

𝐼𝑦𝐼𝑧 − 𝐼𝑦𝑧
+

𝐵

𝐼𝜔
𝜔)𝑑𝐴

(𝐴)

 

Tényezőket képezve: 

𝑀𝑊 = 𝑁𝑥𝑖𝑃 + 𝑀𝑦𝛽𝑦 + 𝑀𝑧𝛽𝑧 + 𝐵𝛽𝜔 

 

Felbontva a poláris másodrendű nyomaték zárójelét: 

𝑀𝑊 = ∫(𝑦2 + 𝑧2 − 2𝑦𝑆𝑦 − 2𝑧𝑆𝑧 + 𝑦𝑆
2 + 𝑧𝑆

2)𝜎𝑥𝑑𝐴

(𝐴)

 

𝑀𝑊 = ∫(𝑦2 + 𝑧2)𝜎𝑥𝑑𝐴

(𝐴)

− 2𝑦𝑆 ∫ 𝑦𝜎𝑥𝑑𝐴

(𝐴)

− 2𝑧𝑆 ∫ 𝑧𝜎𝑥𝑑𝐴

(𝐴)

+ (𝑦𝑆
2 + 𝑧𝑆

2) ∫ 𝜎𝑥𝑑𝐴

(𝐴)

 

 



Csak normálerőt és hajlítást feltételezve: 

𝑀𝑊 = ∫(𝑦2 + 𝑧2)𝜎𝑥𝑑𝐴

(𝐴)

− 2𝑦𝑆𝑀𝑧 − 2𝑧𝑆𝑀𝑦 + (𝑦𝑆
2 + 𝑧𝑆

2)𝑁𝑥 

Innen a súlyponti és a nyírásközépponti béták közötti összefüggés: 

𝛽𝑦 = 𝛽𝑦𝐺 − 2𝑧𝑆 

𝛽𝑧 = 𝛽𝑧𝐺 − 2𝑦𝑆 

 

A görbületekhez tartozó poláris másodrendű nyomatékok: 

𝑊𝑦 = ∫(𝑦2 + 𝑧2)𝑧𝑑𝐴

(𝐴)

 

𝑊𝑧 = ∫(𝑦2 + 𝑧2)𝑦𝑑𝐴

(𝐴)

 

 

Az igénybevételekhez tartozó tényezők számítása a görbületi értékekből: 

 

𝛽𝑦 =
𝐼𝑧𝑊𝑦 − 𝐼𝑦𝑧𝑊𝑧

𝐼𝑦𝐼𝑧 − 𝐼𝑦𝑧
2

− 2𝑧𝑆 

 

𝛽𝑧 =
−𝐼𝑦𝑧𝑊𝑦 + 𝐼𝑦𝑊𝑧

𝐼𝑦𝐼𝑧 − 𝐼𝑦𝑧
2

− 2𝑦𝑆 

 

Csak bimomentet feltételezve 𝜎𝑥 = 𝜔, és mivel 𝜔 kiegyensúlyozott, a 𝛽𝜔 nem függ az S pont 

koordinátáitól: 

𝛽𝜔 = ∫[(𝑦 − 𝑦𝑆)
2 + (𝑧 − 𝑧𝑆)

2]𝜔𝑑𝐴

(𝐴)

= ∫(𝑦2 + 𝑧2)𝜔𝑑𝐴

(𝐴)

 

 

 

Egyszeresen szimmetrikus szelvény: 

 

𝛽𝑦 =
1

𝐼𝑦
∫(𝑦2 + 𝑧2)𝑧𝑑𝐴

(𝐴)

− 2𝑧𝑆 

 

A z tengely mentén ℎ magasságba eltolt (𝑏 ∙ 𝑡) téglalapra: 

 

∫(𝑦2 + 𝑧2)𝑧𝑑𝐴

(𝐴)

= ∫ ∫(ℎ + 𝑧)[𝑦2 + (ℎ + 𝑧)3] 𝑑𝑧

𝑡
2

−
𝑡
2

 𝑑𝑦

𝑏
2

−
𝑏
2

= 

 



= ∫ 𝑦2 ∫(ℎ + 𝑧) 𝑑𝑧

𝑡
2

−
𝑡
2

 𝑑𝑦

𝑏
2

−
𝑏
2

+ ∫ ∫(ℎ + 𝑧)3 𝑑𝑧

𝑡
2

−
𝑡
2

 𝑑𝑦

𝑏
2

−
𝑏
2

= 

 

= ∫𝑦2 𝑑𝑦

𝑏
2

−
𝑏
2

∫(ℎ + 𝑧) 𝑑𝑧

𝑡
2

−
𝑡
2

+ ∫𝑑𝑦

𝑏
2

−
𝑏
2

∫(ℎ3 + 3ℎ2𝑧 + 3ℎ𝑧2 + 𝑧3) 𝑑𝑧

𝑡
2

−
𝑡
2

= 

 

= [
𝑦3

3
]
−

𝑏
2

𝑏
2

[ℎ𝑧 +
𝑧2

2
]
−

𝑡
2

𝑡
2

+ [𝑦]
−

𝑏
2

𝑏
2 [ℎ3𝑧 + 3ℎ2

𝑧2

2
+ 3ℎ

𝑧3

3
+

𝑧4

4
]
−

𝑡
2

𝑡
2

= 

 

=
𝑏3

12
ℎ𝑡 + 𝑏 (ℎ3𝑡 + 3ℎ

𝑡3

12
) = ℎ(𝐼𝑧′ + ℎ2𝑏𝑡 + 3𝐼𝑦′) 

 

 

 

Talaj rugalmassági modulusok (Es = ödometrikus rugalmassági modulus) 

 

[
 
 
 
 
 

1

𝐸

−𝜇

𝐸

−𝜇

𝐸
−𝜇

𝐸

1

𝐸

−𝜇

𝐸
−𝜇

𝐸

−𝜇

𝐸

1

𝐸 ]
 
 
 
 
 

[

𝜎𝑡

𝜎𝑟

𝜎𝑟

] = [
𝜀𝑡

0
0
] 

 

𝐸50 = 𝐸𝑆
1−𝜇+2𝜇2

1−𝜇
= 𝐸𝑆

(1−2𝜇)(1+𝜇)

1−𝜇
 ;  𝐸50 =

𝜎

𝜀
 ;  𝐸𝑆 =

𝜎𝑡

𝜀𝑡
 

 

 

 

GPS koordináták leképezése érintősíkra 

 

Hosszúság: 𝜑 

Szélesség: 𝜓 

 

A globális koordinátarendszer origója a Föld középpontja. A globális XY sík az egyenlítő 

síkja. A globális Z tengely az Északi Sark felé mutat. A globális X tengely a hosszúsági 

körhöz igazított, vagyis a globális XZ sík a hosszúsági kör síkja. 

 

A lokális koordinátarendszer origója a [𝜑0, 𝜓0] koordinátájú pont. A lokális x tengely kelet 

felé mutat. A lokális y tengely észak felé mutat. A lokális z tengely sugárirányú, a 

földfelszínből kifelé mutat. 

 

GPStoGlob: 

𝑉 = [

𝑅 cos𝜑 cos𝜓
𝑅 sin 𝜑 cos𝜓

𝑅 sin𝜓
] 



 

 

GlobToLoc: A lokális koordinátarendszer egységvektorai: 

 

𝑒𝑥 = [
−sin𝜑0

cos𝜑0

0
]          𝑒𝑦 = [

cos𝜑0 sin𝜓0

sin𝜑0 cos𝜓0

cos𝜓0

]          𝑒𝑧 = [

cos𝜑0 cos𝜓0

sin 𝜑0 cos𝜓0

sin𝜓0

] 

 

 

Ha a transzformáció első lépése a hosszúsági koordináta eltolása, vagyis  
[𝜑, 𝜓] → [𝜑 − 𝜑0, 𝜓], akkor 𝜑0 = 0, és a GlobToLoc transzformáció egyszerűbb. 

 

𝑒𝑥 = [
0
1
0
]          𝑒𝑦 = [

sin𝜓0

0
cos𝜓0

]          𝑒𝑧 = [
cos𝜓0

0
sin𝜓0

] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Függelék 
 

F.1. 



 
 

 



 
 

 


