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Sztochasztikus folyamatok

Dóra Sándor

Budapesti Műszaki és Gazdaságtudományi Egyetem
Közlekedésmérnöki Kar

Járműváz- és Könnyűszerkezetek Tanszék

Készítette:

(segédlet a Szerkezetfárasztás tantárgyhoz)

tudományos segédmunkatárs

( )ω,tx

A sztochasztikus folyamat definíciója és értelmezése

idő, hossz vagy egyéb paraméter a realizáció mentén

véletlen esemény

A folyamat értéke a t paraméterű pontban, 
az ω elemi esemény bekövetkezése esetén

x

t

ω

( )ωtx

( )txω

Matematikai definíció:

Értelmezések:

valószínűségi változók sokasága

egymást követő valószínűségi 
változók, amikből összeáll egy 
függvény

( )txi egy megvalósult realizáció



2

( ) ( )[ ] ( )( )∫
+∞

∞−

== ξξξ dptxMtm txx

Várható érték

( )∫∞→
=

T

T
x dttx

T
m

0

1
lim

( ) ( )∑
=

∞→
=

n

i

i
n

x tx
n

tm
1

1
lim

Átlagolás az eseménytérben (egy adott időpontban):

Átlagolás a sokaság mentén (egy adott időpontban):

Időbeli átlagolás (egy realizáción):

Egy példa a különböző értelmezésekre

( ) ( )( )ξξ txx PtP =,

Statisztikai jellemzők

Elsőrendű peremeloszlás-függvény:

( ) ( )[ ]txtmx Μ=Várható érték függvény:

( ) ( ) ( )[ ]2
tmtxt xx −Μ=σSzórás:

( ) ( )( )ξξ txx ptp =,Elsőrendű peremsűrűség-függvény:
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Statisztikai jellemzők

Másodrendű peremeloszlás: ( )2121
)2( ,,, ttPx ξξ

Autokorreláció függvény: ( ) ( ) ( )[ ]2121, txtxttBx ⋅Μ=

( )2121
)2( ,,, ttpx ξξ

( ) ( ) ( )τ,,, 12121 tRtttRttB xxx =−=

Autokovariancia függvény: ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]221121, tmtxtmtxttV xxx −⋅−= Μ

( ) ( ) ( )τ,,, 12121 tCtttCttV xxx =−=

( ) ( )ξξ xx PtP =,

Stacionaritás (statisztikus)

Szigorú stacionaritás

Elsőrendű:

Másodrendű:

r-edrendű:

( ) ( )201021
)2(

2121
)2( ,,,,,, ttttPttP xx ++= ξξξξ

( ) ( )ξξ xx ptp =,
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( ) ( )ttξtξ += 0
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Statisztikai jellemzők időbeli állandósága.

Statisztikai függvények esetén invariancia az időbeli eltolással szemben.
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Stacionaritás (statisztikus)

( ) xx mtm =Elsőrendű:

Gyenge stacionaritás

Másodrendű: ( ) ( )ττ xx RtR =,( ) xx mtm =

r-edrendű:

Harmadrendű: ( ) ( )2121 ,,, ττττ xx RtR =( ) xx mtm =

( ) ( )ττ xx RtR =,( ) xx mtm =

( ) ( )2121 ,, ttttBttB xx ++=

( )[ ] ( )[ ]0xMtxM =

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]ττ xxMtxtxM 0=+

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]211211 0 ττττττ +=+++ xxxMtxtxtxM

( ) ( ) ( )[ ] ......... 111 =++++ +rtxtxtxM τττ

Elsőrendű:

Egységesebben felírva

Másodrendű:

r-edrendű:

Harmadrendű:

[ ] ( )∫
+∞

∞−

== ξξξ dpxMm xx

Sokaság- és időátlagok

Várható érték
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Átlagolás az eseménytérben (egy adott időpontban):

Átlagolás a sokaság mentén (egy adott időpontban):

Időbeli átlagolás (egy realizáción):



5

Sokaság- és időátlagok
Korreláció

Matematikai definíció:

Kísérleti adatokból:

Sztochasztikus folyamatból:
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Autokorreláció függvény
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Ergodicitás

Az időátlagok megegyeznek a sokaságra vett átlagokkal.
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- Az r-edrendű peremeloszlásra nézve ergodikus,
ha r-edrendben szigorúan stacionárius.

( ) ( )ττ xx RtR =,( ) xx mtm = ( ) 0
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- Ergodicitás a középértékre nézve:

Feltételek:

( ) ( )ωξω =,tx

( ) ( )ωξω ttx =,

Egyszerű példák:

- Konstans folyamat:

- Valódi véletlen (zaj) folyamat:

Ergodtételek:
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( )tx

Összefüggések
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Összefüggések
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( )tx

Összefüggések
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A Taylor-lépték értelmezése
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Harmonikus függvény periodusidejének meghatározása időmérés nélkül, 
a deriváltfüggvény ismeretében:

Függvények: Amplitúdók: Periódusidő:

Általánosítás a szórás segítségével:
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A Taylor-lépték értelmezése
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A korrelációfüggvényre vonatkozó deriválási szabályok:

Geometriai értelmezés:
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Az integrál-lépték értelmezése
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Kármán-spektrum:
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Kovásznay-képlet:

A spektrum meghatározása sávszűréssel:
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Az integrál-lépték értelmezése
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Megjegyzések:
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- a spektrum és az eredeti függvény alatti terület

- a spektrum és az eredeti függvény nyújtása

- határozatlansági elv

A spektrál-előállítás elméleti háttere

Integrál-előállítás

Csonkítás és diszkretizálás a frekvencia-tartományban:

Csonkítás és diszkretizálás az időtartományban:
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Számítógépes megvalósítás
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Fourier-előállítás
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Jellemzők:
- periodicitás
- nemzérus középérték

Frekvencia áthelyezéses eljárás (Shinozuka)
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Összefűzéses módszer (Zobory)
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Az l. szegmenshez tartozó végtelen hosszú, periodikus függvény:

Eltolt burkolóval kivágott véges hosszúságú szegmens:

( ) ( ) ( ) fTtwTtutxS ∆=∆∆−= 1;, ll
l

Összefűzött szegmensek:

Az összefűzéses módszer szemléltetése
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Mintavételezés, interpoláció, rekonstrukció
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Shannon-Nyquist-Whitaker-féle mintavételezési tétel
felülről sávkorlátozott spektrumú függvények esetén
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Hz5,0=WPélda:
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