Sztochasztikus folyamatok

(segédlet a Szerkezetfarasztds tantdrgyhoz)
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A sztochasztikus folyamat definicidja és értelmezése

Matematikai definicio: x(f 5 CU)

~

1d6, hossz vagy egyéb paraméter a realizdcié mentén
@ véletlen esemény

X A folyamat értéke a t paraméter(i pontban,
az ® elemi esemény bekovetkezése esetén

Ertelmezések:

X, (60) valdszinliségi valtozék sokasdga
egymadst kovetd valészinliségi
x,(t)  valtozok, amikbdl osszedll egy

figgvény

X; (t) egy megvaldsult realizicid




Egy példa a kiilonbo6z6 értelmezésekre
Varhato érték
Atlagolds az eseménytérben (egy adott idépontban):

(1) = Mx(O)]= [ £ p. (&)

Atlagolds a sokasdg mentén (egy adott idépontban):

Y
m, (t) =lim — in (t)
ey (e
Idébeli atlagolas (egy realizacion):
1 T
m, = 11 — J.
=T 0
Statisztikai jellemzok
Elsérendii peremeloszlas-fiiggvény: P, (f 5 t) ( )

Els6érendili peremsiiriiség-fliggvény: X(f,t) ) t)( )
=M[x(1)]

Virhat6 érték fiiggvény: m,(t)
Sadrés: 0.(1)=MLx0)-m, ()]
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Statisztikai jellemzok

Masodrendii peremeloszlas: P> (&,&,.1,,t,) p(&.6,.1,.1,)

Autokorreldci6 fiiggvény: B (z,,1,)= M[x(t,)- x(t,)]

X

B (tntz):Rx(tl’tz _tl):Rx(t’T)

X

Autokovariancia fﬁggVéHy: v (tl o1y ) = M[(x(tl )_ m, (tl )) : (x(tz ) —m, (tz ))]

X

14 (tl,t2)= Cx(tl’tZ —t1)=Cx(t,T)

X
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Stacionaritas (statisztikus)

Statisztikai jellemzdk idébeli dllanddsédga.

Statisztikai fiiggvények esetén invariancia az id6beli eltoldssal szemben.

Szigoru stacionaritas

Elsérendii: P(&t)=P(&) p.(&1)=p,(&)

R(Z)(§19§2’t1’t2): me(é:lsé:zsto +1,,1 ’Hz)
pf)(fp‘fz’tl’tz): p?(fnfr% +1,, 1, +t2)

rredrendti PPE)=PIE L +1) pEY=pE L +t)

Masodrendu:




Stacionaritas (statisztikus)

Gyenge stacionaritas
ElsOrendt: m )
Misodrend: m,(t)=m, R(t,7)=R.(z) B,(t,.1,)=B,(t+1,1+1,)
Harmadrendii: m(t)=m, R, (t, Toy )= R, (Tl N )
)

r-edrendii: m

Egységesebben felirva

Elsérendi: M|x(r)]= M[x(0)]

Misodrendit M [x(e) x(t +7)] = M [x(0) x(z)]

Harmadrendii: M [x(t)x(z +7,)x(t +7, +7,)] = M[x(0) x(z, ) x(z, + 7, )]
r-edrendii: Mx(O)x(t+7,)..xt+7,+...47,,)]=...

Sokasag- és idoatlagok
Varhat6 érték

Atlagolds az eseménytérben (egy adott idépontban):

Idébeli atlagolas (egy realizacion):

x(t)dr

.1
m_=lim —
T—)ooT

=




Sokasag- és idoatlagok

Korrelacio
+ootoo
Matematikai definicio: R, =Mx]= [ [&np. (& n)dédn
1
Kisérleti adatokbol: R, =lim=>) xy,

n—o pn i=1

n

.1
Sztochasztikus folyamatbol: R (r)=1lim— Z x(t)x(t+7)

ey (s

Autokorrelacié fiiggvény

T
R(0)=lim —— [a{0)alr+c)ar
0

Ergodicitas

Az idéatlagok megegyeznek a sokasagra vett atlagokkal.
Egyszerl példdk:
- Konstans folyamat: x(t,0) = &é(w)

- Valédi véletlen (zaj) folyamat:  x(t, @)= ¢ (@)

Ergodtételek:

- Az r-edrendii peremeloszldsra nézve ergodikus,
ha r-edrendben szigortian staciondrius.

oo

.1
- Ergodicitas a kozépértékre nézve: m, = M[x] = ;1m = x(t)dt

+T

R (t,7)=R (z) lim 1

T—e T

Feltételek: m, (t)=m C.(r)dr=0

x
=T




Osszefiiggések

x(t) — x(r) ) T
1
(1) “4) R (7)= fjx(t) x(t+7)dt
v (2) v 0
R(z) «— G.(f)
(5a) (5b) x(t)= Acos(2ft + ¢)
v (2) v A2
R,(2) Go(f) RX(T)=TCOS 27t
f)sszefiiggések
(3)
x(t) — x(r) ) -
= —27ft
1) 4) So(f)—__[cRo(T)e dr
ﬁ(Z) : +o0
RX(T) Gx(f) RO(T)Z J'So(f)eZm'frdf
(5a) (5b) “eo

G, (f)=4[ R, (r)cos2arr)dz
Smax

R, (z)= [ G.(f)cos2atz)df

0




Osszefiiggések

(3)
) — x(f) @ . .
1) 4) X(f)z__[cx(t)e_ mﬁdt X(f)=?_([x(t)e' mﬁdt
. 2) M 3 iy
R(2) = G.(f) )= [X(F)edr ()= [X(f)e ™t
(5a) (5b) - =
oo v @
2 2
R(7) +— G,(f) G.(f)=2Ix(r)
(5a)
R(7)= lim R, (r)= lim % I x(6)x(e +7)dt
(5b)

G()(f):}EM[G*(]C)]Z;I_{E%MHX(]”)IZ ]

A Taylor-1épték értelmezése

Harmonikus fiiggvény periodusidejének meghatarozasa idémérés nélkiil,
a derivaltfiiggvény ismeretében:

Fiiggvények: Amplitidok: Peri6dusidé:
x(t)=ASin(2ﬂ;+¢) S /|
T= Zizﬁf
. 2 t 2 A 2
x(t)z—”Acos 2r—+¢@ X=2r—
T T T

Altalanositas a szoras segitségével:

t 1
t)= Asin| 27—+ o =—7A
x() sm( T ¢) X >
T =2x—

A O
)'c(t)zz—”Acos 27ri+(p O').(:\Eﬂ—
T T T




T = 27r—

0'4_>

A Taylor-1épték értelmezése

s) A= \/_O'
-R (0)

A korrelacidfiiggvényre vonatkozé derivalasi szabalyok:

R (7)=R,(7)

R(r)=%R(r)
R.(7)=-R(7)

Geometriai értelmezés:

2
R, (Z') =0, {1 = [%) + } (Taylor-sor)

. 1-po
o

X

Kovasznay-képlet:
G (0)=4Lc?

A spektrum meghatdrozdsa sdvsziiréssel:

Gx(f)—gglog

Kérméan-spektrum:

G.(f)=4Lo>

eyt

Az integral-l1épték értelmezése
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Az integral-1épték értelmezése

Megjegyzések:
- a spektrum és az eredeti fiiggvény alatti teriilet

- a spektrum és az eredeti fiiggvény nyujtdsa
() e X(f)
x(ct) < l X [iJ

C C

lx[ij & X(ef)

C C

- hatdrozatlansagi elv

D, D, =dllando

A spektral-eléallitas elméleti hattere

Integral-eléallitas

= £

x(t)=Re[ ™" dz(f): E[z(f")-z(f)} = [G(f)df

0 f

Szamitogépes megvaldsitas

Csonkitds és diszkretizalds a frekvencia-tartomanyban:

x(t) = iak cos(27:fkt 1 ¢)k)

k=1

Csonkitds és diszkretizdlas az id6tartomdnyban:

{xj = x(hj)};:; ;T =hm




Fourier-eloallitas

G(t). G.

x()= 3 a, cos(2f,1 + 9,)
k=0

fi = kof il

a, =[G(£,)5f \

9. ~E(-m+7)

/1

JellemzOk:
- periodicitds

- nemzérus kozépérték

Frekvencia athelyezéses eljaras (Shinozuka)

x(r)= iak cos2zf t+¢,) G, G
k=1 .
fo=(k=05)Af \
G = G(fk)Af 1 \<
fl=f +&
Af A
% E(_Td_ 2]




Osszefiizéses médszer (Zobory)

Az (. szegmenshez tartozé végtelen hosszu, periodikus fiiggvény:

w, () = i,/G(k AF)Af cos2zkafi—g, )

Eltolt burkoléval kivagott véges hosszisdgu szegmens:

X ()=ult—CAT)w,(¢); AT =1/Af

Osszefiizott szegmensek:

mg—1+Amyg
x(t)= Zu(t—fAT)w,g(t); T =mgAT

(=—Am

Az osszefiizéses modszer szemléltetése
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Mintavételezés, interpolacio, rekonstrukcio

Shannon-Nyquist-Whitaker-féle mintavételezési tétel
feliilrél savkorlatozott spektrumii fiiggvények esetén

= r o).

)= — 2Wt — g
x(t) j;w x( W )smc( i)
sinc(a) S i

o

példa: W =0,5Hz
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