Frissitve: 2015.02.16. Sikidomok masodrendii nyomatékai
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Frissitve: 2015.02.16. Sikidomok masodrendii nyomatékai

1. példa:

Szamitsuk ki a sulyponti x és y tengelyekre szamitott masodrendii nyomatékokat!
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Megjegyzés:

A kezdeti koordinatarendszert tetszOlegesen felvehettiik. Az y tengely helyét egyértelmiien kijeldlte
a szimmetriatengely, az x tengelyt pedig azért vettiik fel a sikidom tetejére, mert oda a befoglal6 €s
a hidnyz6 téglalap masodrendli nyomatékat is konnyi kiszdmitani (mindkettonek oldallap tengelye).
A szamitds sordn el6szor a teljes sikidom madsodrendi nyomatékat kiszdmitottuk a kezdeti
x tengelyre, majd az igy Osszedllitott, teljes sikidomnak a nem stlyponti x tengelyérdl tértiink at egy

negativ Steiner-taggal a sulyponti xs tengelyére.
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Frissitve: 2015.02.16. Sikidomok masodrendii nyomatékai

2. példa:

[rjuk fel a siilyponti masodrendii nyomatéki tenzort!
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Megjegyzés:

A kezdeti koordinatarendszert tetszOlegesen felvehettiik. Az y tengely helyét egyértelmiien kijelolte
a szimmetriatengely, az x tengelyt pedig azért vettiik fel a sikidom aljara, mert oda a befoglalé
téglalap és a hidnyz6é félkor masodrendi nyomatékat is konnyl kiszdmitani. A szdmitds sordn
elOszor a teljes sikidom méasodrendii nyomatékat kiszamitottuk a kezdeti x tengelyre, majd az igy
osszedllitott, teljes sikidomnak a nem sulyponti x tengelyérol tértiink at egy negativ Steiner-taggal a

sulyponti xs tengelyére.
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Frissitve: 2015.02.16. Sikidomok masodrendii nyomatékai

3. példa: Szamitsuk ki az O ponton atmend x-y tengelyekre vett ekvatoridlis és centrifugalis
masodrendli nyomatékokat! Szamitsuk ki a silyponton dtmend xs-ys tengelyekre vett ekvatoridlis és
centrifugdlis masodrendli nyomatékokat is!
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Megjegyzés:

Az Ix azért szamithato ilyen egyszertien mert a téglalaphoz hozzdad6dé és abbdl kivonddé félkorok
masodrendli nyomatéka az x tengelyre egyenld. Szemléletesen a bal oldali félkorrel a hidnyzé rész
lefedhet6, mivel a tengely menti eltolds nem valtoztat a tengelyre vett masodrendli nyomaték
értékén.

A hidnyzo félkor fiiggéleges atmérd tengelyére szdmolt mdsodrendi nyomaték nem vihetd &t
kozvetleniil az y tengelyre, mivel a Steiner-tétel csak sdlyponti és nem sidlyponti tengely kozott
érvényes, két nem sulyponti kozott nem. Emiatt el6szor at kell térni a hidnyz6 félkor sajét silyponti
tengelyére egy negativ, majd innen az y tengelyre egy pozitiv Steiner-taggal.

Ha az y tengelyre méar kiszdmoltuk a mdsodrendii nyomatékot, az ys tengelyre a teljes
keresztmetszetre felirt Steiner-tétellel, negativ Steiner-taggal térhetiink at.
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Frissitve: 2015.02.16. Sikidomok masodrendii nyomatékai

4. példa:

Irja fel a vazolt sikidomnak a berajzolt xy koordinatarendszerhez tartozé masodrendii nyomatéki
tenzorat!
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Megjegyzés a centrifugdlis masodrendli nyomaték szamitdsdhoz:

A sajat silyponti xy tengelykeresztjére minden alkoténak nulla a centrifugdlis mdasodrendii
nyomatéka, mivel a tengelyek legaldbb egyike szimmetriatengely. Ezért a teljes sikidom
xy koordindtarendszerhez tartozé centrifugdlis mésodrendii nyomatéka csak a Steiner-tagokbdl
tevodik Ossze.
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Frissitve: 2015.02.16. Sikidomok masodrendii nyomatékai

Egy kis matematika (vektorok és matrixok két dimenziéban)

A vektorok alapértelmezésben oszlopvektorok:

Vektor szorzasa skalarral:
v, cv,
c- =
v | (e,

Vektorok skalaris szorzata:

Vx
[ux uy]- =uy tuy,
v,

Oszlopvektor transzponéltja (sorvektor):

o]

2x2-es matrix:
a,, dp
A= [
Gy Ay
Matrix szorzasa skalarral:
c-a, c-a,
c-A= {
c-a, C-a,
Matrix transzpondltja (transzpondlds = tiikkrozés a foatléra):
r -
AT = [au a12i| _| % azl}
Gy Ay |42 Ay
Matrix €s oszlopvektor szorzata (az eredmény oszlopvektor):
a Gy || Vs a v, ta,v,
u=Av= =
Ay Ay || Yy v, tayv,
Mitrix szorzasa vektorokkal mindkét oldalrdl (az eredmény skalér):

r=u’Av= [u)C uy][a“ alz}[:x} = [u)C u},][anvx * alzv}} =u, (anvx + alzvy)+ u, (amvx + azzvy)
)

21 A ay v, +ay,v,
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Frissitve: 2015.02.16. Sikidomok masodrendii nyomatékai

Elforgatott tengelyekre szamitott masodrendii nyomatékok

A P ponton dtmend elforgatott &—7 koordinitarendszerhez tartozé masodrendii nyomatékok
kiszamitasa a P ponton dtmend x-y koordinatarendszerhez tartozé értékekbdl:
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e ¢s e, az elforgatott tengelyek irinyaba mutat6 egységvektorok.
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Frissitve: 2015.02.16. Sikidomok masodrendii nyomatékai

5. példa: A 9. gyakorlat 1. feladata.

Irjuk fel a bejelslt u-v rendszerhez tartozé masodrendii nyomatéki tenzort!
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Frissitve: 2015.02.16. Sikidomok masodrendii nyomatékai

6. példa: Irjuk fel a masodrendii nyomatéki tenzort a bejeldlt u-v koordinatarendszerben!
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Megjegyzés:

A sin és cos értékeket most gyokos, tortes alakban irtuk fol. Igy is lehet, de a szamitds sordn
ilyenkor is javasolt az attérés a tizedes tortekre.
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Frissitve: 2015.02.16. Sikidomok masodrendii nyomatékai

7. példa:

Ismert az xy koordindtarendszerben a masodrendi nyomatékok tenzora. Hatidrozzuk meg a
mdsodrendli nyomatékok tenzordt a &7 koordindtarendszerben, amelyet tgy kapunk, hogy az

eredeti koordindtarendszert + 30°-os szoggel elforgatjuk!
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Frissitve: 2015.02.16. Sikidomok masodrendii nyomatékai

F6-masodrendii nyomatékok és féiranyok szamitasa

Egy P ponton dtmend, de kiilonb6zd szogalldsi koordindtarendszerekhez kiilonb6z6 masodrendii
nyomaték értékek tartoznak. Az elforgatott koordindtarendszerek kozott van legaldbb egy olyan,
amelyhez tartozéan a centrifugdlis mdsodrendii nyomaték nulla. Ezt a koordindtarendszert a
féirdnyok koordinatarendszerének nevezziik, és 1-es és 2-es tengelyekkel jeloljiik. Az is igaz, hogy
az l-es fétengelyre vett masodrendli nyomaték a lehetd legnagyobb, a 2-esre vett pedig a lehetd
legkisebb az azonos ponton atmend, kiillonbozé szogdllasi tengelyekre szamitott mdasodrendii
nyomatékok koziil. 7, -etés I,- f6-masodrendii nyomatékoknak nevezziik.

A f6-mdsodrendii nyomatékok €s a fOirdnyok meghatdrozédsa az I,, masodrend(i nyomatéki tenzor

alapjin az

A fO6-masodrendli nyomatékokat és a foirdnyokat a kovetkezd sajatérték feladat megoldasaként
kapjuk (7, és I, akét sajatérték):

(t,-7,En=0

A fé-méasodrendii nyomatékok az egyenletrendszer determindnsanak kifejtésével adédé masodfoku
egyenlet gyokei:

det(t, —1,,E)=0

Ix_11,2 _Ixy

=0 = I,,1,
-1, I, -1,

A flirdnyok irdnyvektorai a kovetkezd visszahelyettesitésekbdl ad6dd egyenletrendszerek
megoldésai:

(1, -7,E)n, =0
(Ixy _IzE)nz =0

A vektoregyenletek két skaldr egyenletet takarnak, amik azonban linedrisan Osszefiiggdk, azaz csak
az n, és n, vektorok irdnyét hatdrozzdk meg, a nagysdgukat nem. A megoldds sordn ezért a
vektorok x koordinatdjat egységnyinek valasztjuk, majd az y koordinatat valamelyik egyenletbdl
kifejezziik. A gyakorlatban az n,-t nem visszahelyettesitéssel, hanem az n, elforgatdsaval
szamoljuk, mert tudjuk, hogy a fétengelyek merdlegesek egymasra.

A koordinétarendszer elforgatdsanak szoge: 4
nlv l CP
gp=— -9 1
nlx :B_’l
£ 0

A f6-mésodrendii nyomatéki tenzor:

I, 0O
I, = 0 I
2
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Frissitve: 2015.02.16. Sikidomok masodrendii nyomatékai

8. példa: A 9. gyakorlat 2. feladata.

Szamitsuk ki a sulyponti f6-mdsodrendli nyomatékokat! Adjuk meg a fotengelyek irdnyvektorait
(nem kell, hogy egységvektorok legyenek)! Szamitsuk ki az x és az 1-es tengely kozotti szoget, és

abrazoljuk a fétengelyek helyzetét!
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Frissitve: 2015.02.16. Sikidomok masodrendii nyomatékai

9. példa: A 9.-r6l a 10. gyakorlatra atnyul6 feladat.

Szamitsuk ki a sdlyponti f6-mdsodrendii nyomatékokat! Szamitsuk ki a fétengelyek szoghelyzetét,
€s dbrazoljuk elhelyezkedésiiket! Adjuk meg a fétengelyek irany egységvektorait!

%5

Megjegyzés:

I, szdmitdsdndl a hozzdadott és kivont félkorok mdsodrendii nyomatékai egyenldk, igy csak a
befoglalé téglalappal kell szamolnunk.

I és I, szamitdsdndl a 2-es szorzok azért alkalmazhatok, mert a két hozzdadott és a két kivont
kor ezekre nézve szimmetrikusan helyezkedik el.
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Frissitve: 2015.02.16. Sikidomok masodrendii nyomatékai
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Frissitve: 2015.02.16. Sikidomok masodrendii nyomatékai

10. példa:

Szamitsuk ki a stdlyponti f6-médsodrendii nyomatékokat! Adjuk meg a fétengelyek irdnyvektorait!
Hatédrozzuk meg az x és az 1-es tengely kozotti szoget, és dbrazoljuk a fétengelyek helyzetét!
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Megjegyzés:

A félkorok mdsodrendii nyomatékat az x, tengelyre csak két Steiner-taggal tudjuk 4tszdmitani.

Ennek oka, hogy a Steiner-tétel két nem siilyponti tengely kozott nem alkalmazhaté. igy az atmérd
tengelyrdl elészor at kell menni a sajat silyponti tengelyre, majd innen kell tovabb menni a kozos
sulyponti tengelyre, ami a félkornek szintén nem stlyponti tengelye.
A 2-es szorzok a félkorok szimmetrikus helyzete miatt hasznalhatok.
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Frissitve: 2015.02.16. Sikidomok masodrendii nyomatékai
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Frissitve: 2015.02.16. Sikidomok masodrendii nyomatékai

11. példa:

Szamitsuk ki a sdlyponti f6-mésodrendii nyomatékokat! Adjuk meg a f6-mdsodrendii nyomatéki
tengelyek irdnyvektorait! Szdmitsuk ki a fo6tengelyek szoghelyzetét, és 4brazoljuk
elhelyezkedésiiket!
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Frissitve: 2015.02.16. Sikidomok masodrendii nyomatékai
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Frissitve: 2015.02.16. Sikidomok masodrendii nyomatékai

12. példa:

Irjuk fel a masodrendii nyomatéki tenzort a silyponti x-y rendszerben! Irjuk fel a masodrendii
nyomatéki tenzort a stlyponti 1-2 rendszerben! Szamitsuk ki és dbrazoljuk a fétengelyek helyzetét!
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13. példa:

Ismert az xy koordindtarendszerben a masodrendi nyomatékok tenzora. Hatidrozzuk meg a
f6-méasodrendli nyomatékokat és a foirdnyokat (irdnyvektorokkal, irdnyszogekkel és dbrdval)!
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