


~ Ugyanilyen médon héromszoros integril alakjébén irhat
az egész testre vonatkozélag az /59,8/ alapjén a sajdt
véltogési munkét, tovdbbéd az /59, 9/—/59,15/ képletek bérm
ajdt torz: tési at. 7 :

. 60.§ Az idegen alakvaltozési munka szdmitdsa
gikbeli t6mor tarté esetén

A/ Az 58.§5-ban az idegen alakviltozédsi munkdt a /P/ &
dinamrendszer hatéséra keletkezd fesziiltségi tenzortér, tov
/Q/ oknak msgfelelé alekvél tozdsi tenzortér ismeretében ha
meg, tehdt hat feszultsegi alkoténak, mint fiiggvényeknek és
alakvaltozédsi elemnek, mint fiiggvényeknek a szamitédsba vét

Sikbeli tbmdr tarték esetébem konnyebben elvégezhetdvé
ez a szémités, ha az igénybevételeket és a tarts alakvdlto
egyszerubben jellemz§ fiiggvények nyernek bevezetést, amelye
egyvéltozés fiiggvények. . :

A 78, dbra mutat oldalnézetben és keresztmetszetben egy
nestengelyil primatlkus rudat, szimmetrikus kerepztmetszette
rudra haté kiile§ /P/ £ 0 dindmrendszert nem tiintettilkk fel, de
meghatédrozva képzel jilk az igénybevételi dbrékat, illet61eg
bevétell fiiggvényeket. 1
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Ezeket az igénybevételeket pozitiv értelmezésiiknek megfelelden
tiintettilk fel a 78. &brén a z+dz koordindtdju kereszitmetszetben.
Az idegen /Q/ ok folytén beksvetkezd alakvdltozdsok legyenek
olyanok, hogy az eredetileg sik kereszimetszetek alakvaltozds utédn
ig sikok és 8 kereszimetszetli sikidomok snmagukkal egybevdgdk ma-
radjanak, vagyis a Bernoulli-Navier-féle feltételezés érvénye-
silljdn. A z+dz koordindtdju sikkeresztmetszetnek a z koordindtdju
keresztmetszethez képest'%ﬁrténé élmoﬁdulééét mitatje torzitve a

" 79.a/ ébra.
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79, apra

gz mindig hdrom elmozdul 4s6ssze tevére bonthatdé. 4 b/ 4bra mutatja
a dz hosszusdgu rudelem Adz nyuldsédt, ami a kereszimetszetnek
a rudtengely irédnyéba esé eltolédését jélenti. Az erre merdleges
‘eltolédds a 7 szbgvéltozds miatt jon 1étre és 7 dz nagysdgu.
Bzt mutatja a c? ébra. Végiil a relativ d zﬂq‘elfordulést a a4/ &b-
rén 14tjuk. Valamennyi elmozdulédsadat ugy van feltiintetve, ahogyan
azokat pozitiy el8jeliieknek szdmitjuk.

A /Q/ ok folytén létrejsvd alakvéltozédsok ismeretesek, ha
a fenti eltoléddsoknak és elfordulédsnak a z tengely szerint vett

fajlagos értékei, tehdt a fajlapos nyuléds, a8 szbgviltozds és &
fajlagos elfordulds a z fiiggvényében adottak a kovetkezOk szerint:

Adz i
C - b alel
d
- = - Iqg = yol#/ /60,2/
a
—2 = g = Y3/2/
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Szémitsuk ki ezutédn a 78, dbrén vazolt egész rudra vonatkoz
.,qu idegen alakvéltozési munkat. El8szor hatérozzuk meg azt a
deq alakvdltozdsi munkdt, amely a rudbél kivégott dz vastagsdgu
1emezhgz tartozik. Az 4brdn feltiintettiink e lemezben egy dx dy
kobtartalmu elemi hasébot. Az 58.§ B/ részében ismertetett eljd-
rést kbvetve, a szdmitdsndl alapul vett 4 sarokpontokat valamenn
hasédbndl mdédunk van & z koordindtdju keresztmetszet sikjén fel-
venni, sét egy-egy hasébsor két végén levd hasdbokndl ugy, hogy
ezek 8z A pontok a rudat hatdrold feliileten is rajta legyenek,
Ezzel elértiik azt, hogy az elemi hasdboknak a z koordindtdju ke-
resztmetszet sijdban levd oldallapjaira haté belsd erdk, tovédbb
8 rud kiils8 feliiletére haté feliileti erSk a munkatsszeg szdmitds
kor figyelmen kiviil hagyhatdk. Természetesen - amint léttuk - a
térfogati erdket sem kell figyelembe venni, ;
A kis hasdbok egymdssal érintkez8 oldallapjaira hatdé elemi
belsd erdk az akcié és reakcié axiémdja alapjén is csak nyilban
kiilonboznek egyméstél, de - minthogy az alakvél tozdsok létrejﬁtté
'utan is e lapok egymas mellett maradnak - elmozdulédsuk ugyanaz.
Két 1lyen elemi erd munkdja tehdt csak eléjelhen kiilonbdzik egy-
méstél, igy & munkassszeg szémitdsakor péronként kiesnek,
Arra az eredményre jutottunk tehdt, hogy & dIR? szdmitdsakor
csak a z+dz koordindtdju keresztmetszet sikjdban 1evo hasdb oldal
lapokra, tehdt a lemeznek erre a hatdrold sikjéra miikddé belsd
erSk munkadsszegét kell szdmitédsba venniink és csak is & z koordi-
natdju keresztmetszet sikjéhoz viszonyitva bekovetkezl elmozdu-
lésok, mésszéval az ismertetett alakvéltozdsi elemek hatdséra,
Ezt & megoszldé térbeli belsd erdrendszert érzékeltettilkk sok kis|
erd felrajzoldsdval a 79,2/ &brén, A keresztmetszeti sikidomrdl
feltettilk, hogy tnmagéval egybevdgd marad, Elmozdulédsa tehdt mer
testszeriien kovetkezik be, a8z 56,.§ értelmében a rd haté belsd
erdk @ munkatsszeg szdmitdsakor a veliik egyenértékii igénybevéte~
lekkel helyettesithetSk. Az Np + de igénybevétel csak a nyu}és;
a T + dTp igenybﬁvétel csak a szogvaliozds, végiil az *@Ep
igénybevétel csak az elfordulds miatt végez munkdt. Igy a lemezf
vonatkozé Bsszes alakvaltozasi munka, - a pozitiv ertelmezésekh
- gzarmazd eldjelekre ig figyelemmel =: g

dx,gfl = /N, AN/ &, dz + /T +dD/ ggdz - /M +dM, /5, 4z
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A z koordindtatengely szerint vett fajlagos alakvéltozédsi munka a
kovetkezSképpen értelmezhetd, figyelembe véve a dz — 0 éa de—e-O,
dTp-—+O,_de-* 0 @atérétmeneteket:
arR?d :
7 h gt D don g

E fajlagos munkénak a dimenzidja cm kg/cm
Végiil az egész rudra vonatkozd idegen alakvaltozdsi munka:

{ R 7 ;
= J N_p 5q dz + jmp g’q dz - -g Mptqdz /60, 3/
e} (o]

Ez & munka tehdt & /60,1/ és /60,2/ alatti hat fiiggvény ismereté~
ben valéban konnyen szdmithaté. Megjegyezziik, hogy ha a fiiggvé-
nyek esetleg egyes keresztmetszetekben nem folytonosak, ugy az
ilyen keresztmetszetekkel a rudat szakaszokra osztjuk, az egyes
gzakaszokra a fentiek szerint kiszdmitjuk az alekvédltozdsi munkdt
és ezeket Osszegezziik.

B/ Igen gyekran eléfordul, hogy az alakvaltozdsokat 1étre-
hozé idegen /Q/ ok egy /Q/ & O dindmrendszer. Ekkor ismerjik az
ebbsl szémithaté N Tq s M igénybevételeket a z fiiggvényében.
Ezekbdl a /60,2/ alatti harom fiiggvény elddllithatd.

Elsbsorban a normdlis erd esetében: 6& = Fg E éq. Igy:

£, = T - /60,4/

Ittt P a keresztmetszeti sikidom teriilete.

A nyirderdékbsl a 7 meghatérozdsa nem ilyen egyszeri, mert
a keresztmetszetben a nyiréerdvel parhuzamos nyiréfesziil tségi al-
koték nem egyenletes eloszldsuak, E T fesziil tségi alkots nagy-
sdga - el§jelt6l eltekintve - a Zeuravszkij-féle képlettel szd-
mithaté. A 80.a/ dvrén is feltuntetett valamely y koordindtdju
pontban:

P S ¢
2 e oy /60,5/



Itt J a keresztmetszetl szkidom tehetetlenségi nyomatéka az x .
tengelyre, S pedig & keresztmetazeti slkidom vonalkdzott részé-
nek sztatikal nyomatéka az x tengelyre, Nyllvénvald, hogy egy mé- é
sik ~ az dbrdn is feltiintetett - y; koordindtdju pontban méds TQI‘%
miikodik, Ha tehdt a dz vastagsdgu lemezt most is kiilondlls kis
dx dy dz kdbtartalmu elemi hasdbok egylittességének képzel jiik, 3
emelyek koziil kettét a 80.b/ 4brén ki is rajzoltunk - akkor ezek
dltaldban mind mds és més szogvaltozést gzenvednek ez ottani 7;1
értéknek megfelellen, : i
Az elemi hasdbok azonban nem torzulhatnak el egymdstdl fig-
getleniil, hiszen & z+dz koordindtdju kerezstmetszet is merev lap-
ként mozdul el feltételezésiink szerint, 4 kisebb és nagyobb szbg—
véltozdsok helyett tehédt bizonyos 7 étlagos szogvaltozds jon
létre az egész dz vastagsdgu lemezre vonatkozélag és valamennyi
hasdbnakugyanez lesz a szogviltozdsa, ugy amint azt a 80.c/ ébrdn
14thatjuk. Ezt az 4tlagos szdgvéltozdst annek a kovetelmények a
figyelembevétel ével szokds meghatdrozni, hogy & nyirdfesziil tsé-
gekb8l szdrmazé belsS erdk munkabtsszege a dz vastagsédgu lemeznél
a z + dz koordindtdju keresztmetszet merev lapként torténd elmoz~
duldsakor - tehdt a ¢/ dbra esetén - ugyanannyi legyen, mint ha
az egyes elemi hasdbok a b/ &brdn feltiintetett médon egymdstsl
fiiggetleniil torzultak volna el, ElsS esetben a merevségre tekin-
tettel a nyirdfesziiltsdgekbsl szdrmazdé belsd erdk az ereddjiikkel,
a Tq nyiréerdvel helyettesithetdk. Igy a munkaegyenldségs

dq dz = /1‘!/ Z'q dF yqy dz

Mindkét oldalt dz-vel osztva és figyelembe véve, hogy

Jay =

S J 2
7q = T Ty
‘ 1/

‘A /60,5/ behelyettesitésével és a szdmldlét, valamint & nevezdt

is F-fel szorozva:

dF

- ﬁﬂ 3.2!;._ J _éL aF
: X /®/ 8 : ke |
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Ezutén a /60,3/-ba be kell csak helyettesiteniink a /60,4/,-
/60,7/ és /60,8/ képleteket. Igy 82 egész rudra vonatkozd idegen
alakvdltozdsi munkac: 2

Z i 7 :
Ll;q:-izhljﬂdz-f{g?%;ﬂdz;{%dz "/§0,9/ »

¢/ Az utébbi képletben szerepld hatdrozott integrédlok bar-
melyike kiilondsen egyszerien reghatdrozhaté akkor, ha az abpan
szerepld két fiiggvény kdziil legaldbb az egyik linedris. Példéul
a harmadik integrélban szereplS M_ legyen z-nek linedris fiigg-
vénye. A 81, dbrén az Mp éa Mq fiiggvényeket ennek megfelelden
tiintettilk fel diagrammok alakjéban. Amint tudjuk, ezek a diagram-
mok & nyomatéki &brék. Ezeket ismerjilk. Most he M, linedris, ak-
kor valamilyen A és B dllanddkkel igy irhaté fel: M = A+Bz., Ha
z = 0, akkor M, = M, igy: A =M . Ha viszont z =7 , skkor

(o)
Mq = M, ezért: .
. Tehat: -

B = 7
M, - M :
1 (o}
e 160,10/
{
dz z
z
B/R I
5 i
Z
FMP Zs : ; |
gs Iy ' : |
| y |

8l, dbra
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Ezt 8z integrédlba helyetteeitve:
4
Ml - M

j MbM dz = M, J’ Mp dz +

(2)

/
f Wz dz.
o
I/
De: Jf Mp dz = FMp az Mp nyomatéki dbra teriilete /példdul tm

o
dimenziéval/. Viszont: }' M, z 4z = SH az M, nyomatéki &brénak,

2

mint sikidomnak sztatikai nyomatéka a8z y tengelyre /példédul tm3
dimenziéval/. A sztatikai nyomatékot azonban megkapjuk & nyoma-
t4ki 4bra teriiletének és sulyponti zg koordindtédjének szorzata-
ként:

SMP = Fmp ZS-
Mindezt behelyettesitve:
. M, - M
i 0
J Mp Mq dz = FMp /M° + ; zS/.
(o)

A zérjeles mennyiség & /€0, 10/ szerint nem mds, mint &z Mq abra
ordindtdja, vagyis az Mq hajlitényomaték az dbra S sulypont-
jén Adtmend rudkeresztmetszetben. Ezt qu-sel jelolve a /60,9/
képletben szerepld utolsé hatérozott integrdl lesz:

/A

N R, M
j g%‘q dz = —%%x—ﬂ ; /60,11/

(o]

Kiiltndsen egyszerii az ismertetett el jards akkor, ha az
nyomateki abra sulypontja konnyen kijelolhetG. Ilyen esetrdl van
szé példaul, ha az Mb nyometék is linedris fliggvénye z-nek,

Természetesen értelemszeriien az eddigiek szerint kell el-
jérni akkor is, ha nem Mq, henem M_ & linedris fiiggvény.

Végiil megemlitjiikk, hogy & széban levd hatdrozott integrédlok

kiszémitésa egyszeriisithetl valamelyik igénybevételi &bra megfe-
' '1el8 részekbdl valé osszetételének, ssszeadasénak, egymasra hal-
mozédsénak elképzelésével is, a tagonként torténd integrédléds tény-
leges, vagy a fentiek szerlnt ag:szerdsitett vegrehajtaséval.
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E 70 Miiszaki mechanika

5-1. példa. Az 5-12a. abran vazolt keresztmetszet-
rea 0 =s=b tartomanyban zg (s)= — /2, Ao(s)=
=1s. tehat S,(s) = hts/2. A figgdleges gerincet va-
lamely z helyen elvagva az A, feliilet két részbdl
all: a vizszintes 6v bt feliiletébodl, amelynek a sily-
ponti koordindtdja —h/2, ésa (h/2 + z)¢ feliiletbol,
amelynek a sulyponti koordinataja:

—-lh-l-l l11+z = —lh+: .
2, 2:\:2 2 2
Ezzel
lhrb— 1/1+: I-l —lh+z =
2 2 2 2

Sy2) =

5.4.3 Nyirasi alakvaltozasi tényezé

Vékony, t(s) vastagsagu gerincekbdl allé, egysze-
resen hatdrolt keresztmetszetekre a ., €s k. nyirasi
alakvaltozasi tényezdt a kovetkezoképpen de-
finidljuk (integralas az osszes gerincre):

A [ S(s) A [ S3(s)
k== | =Fds. k.= 5| T =ds.
ORI 12 )4%)

v

tablazatban.

Szamértékek az 5-3.

5.4.4 Nyirasi kozéppont
vagy tau-kozéppont*

Ha a rad keresztmetszetének szimmetriatengelyei
vannak, akkor az M nyirasi kézéppont ezeken
helyezkedik el. L és T szelvények esetében, és
altalaban olyan keresztmetszeteknél, amelyek
egyenes, vékony, egyetlen pontbdl kiindulé gerin-
cekbdl allnak. az M pont ebben a pontban van.
Vékony gerincbdl allo, egyszeresen hatirolt, tet-
szbleges keresztmetszet esetén (5-11. abra) az
M pont koordinatai az y, z rendszerrel parhuza-
mos, egyébként tetszélegesen megvalasztott 7, {
rendszerben (az integralas kiterjed valamennyi
gerincre):

= — (/1) j w(s)z(s)1(s) ds,}

av )

Il

(1/1,) I w(s)y(s)t(s) ds.

[tt y(s) és z(s) az s helyen levd pont y és z koordi-
nataja, tovabba

* (Itt és a kovetkezo fejezetekben a szerzd a vékonyfald
tartd keresztmetszetének valamennyi elemét gerincnek
nevezi, citéréen példaul az acélszerkezeti gyakorlattél,
ahol megkiilonboztetnek gerincet és éver — a lektor
megjegyzésc.)
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ES5-12. dbra: a [-szelvény. S (s) értc¢kei a fal kozépy o

ra merdleges iranyban vannak felmérve. Az . { ren o
nek és a nyirofesziiltség M kozéppontjanak (a =i o=
pontnak) az értelimesésére Id. az 5.4.4. pontot. b 71

€s z(s) az a abran vizolt szelvény scgédliiggvénye: »

¢s (33) Osszeflgpeshez. ¢ r(s) &s w*(s) ugyaner ¥
szelvénynek a segédfiiggvényei a (37)-hez

o(s) = = [ r(®) di+w,

(integralas az Ay(s) Osszes gerincére), ris)

az r(s) vektornak az eldjeles hossza, amelye!

{ rendszer O kezd6pontjabol indul, és muerdiies
a gerinc kozépvonalanak s pontban hizott ¢r =
jére. r(s) pozitiv (negativ), ha az rxds a v =
(negativ) x-tengely iranydba mutat. Az wg o5t
tetszélegesen valaszthato meg. Az O pont ¢s £ 5,
célszerli megvélasztasaval a szamitas egysscz =~
dik.

ES-3. tabldzat. «. nyirasi tényezok rudkeresztmets v #

z z
k.=1.2 [l )
l normal széles
z‘ z Zi
K, = 2,0---2,4 K. = 3---5 K, =34




